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Вопросы учебной программы. 
2-ой семестр. 
 
1. Определение и свойства неопределенного интеграла. Таблица 
неопределенных интегралов. 
2. Замена переменной  в неопределенном интеграле (способ подстановки). 
3. Интегрирование по частям в неопределенном интеграле. 
4. Интегралы от некоторых функций, содержащих квадратный трехчлен. 
5. Интегрирование рациональных дробей. Метод неопределенных 
коэффициентов. 
6. Интегралы от иррациональных функций. 
7. Интегрирование тригонометрических функций. 
8. Интегрирование иррациональных функций с помощью 
тригонометрических подстановок. Понятие о «неберущихся» интегралах.  
9. Задачи, приводящие к понятию определенного интеграла. Определение 
его как предел интегральной суммы. 
10. Основные свойства определенного интеграла (7 свойств). 
11. Определенный интеграл с переменным пределом. Формула Ньютона-
Лейбница. 
12. Замена переменных и интегрирование по частям в определенном 
интеграле. Интегралы от периодических, четных и нечетных функций. 
13. Несобственные интегралы двух типов.  
14. Геометрические приложения определенного интеграла. Вычисление 
площади в декартовых и полярных координатах, в параметрическом виде. 
15. Вычисление длины дуги кривой в декартовых координатах, в 
параметрическом виде и в полярных координатах. 
16. Вычисление объемов тел по площадям параллельных сечений. Объем тел 
вращения. 
17. Статические моменты и координаты центра масс дуги и плоской фигуры. 
18. Функции нескольких переменных. Основные понятия. 
19. Определение и вычисление частных производных для функций двух 
переменных и их геометрический смысл. Уравнения касательной 
плоскости и нормали.  
20. Полный дифференциал для функции двух переменных, его определение, 
вычисление и применение  в приближенных вычислениях. 
21. Частные производные и дифференциалы высших порядков. 
22. Производная сложной функции нескольких переменных.  
23. Производная по направлению и ее свойства. 
24. Градиент и его свойства. 
25. Необходимые и достаточные условия существования локального 
экстремума функции нескольких переменных. 
26. Условный экстремум. Метод множителей Лагранжа. Метод наименьших  
квадратов. 
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27. Дифференциальные уравнения (ДУ) первого порядка. Понятие общего, 
частного, особого решений. 
28. Теорема о существовании и единственности решения ДУ 1-го порядка. 
29. ДУ с разделяющимися переменными. Однородные  ДУ 1-го порядка. 
30. Линейные ДУ 1-го порядка. Уравнение Бернулли. 
31. ДУ высших порядков. Теорема о существовании и единственности 
решения. Задача Коши и ее геометрический смысл в случае уравнения 2-
го порядка. 
32. Уравнения вида ).,();,();( yyfyyxfyxfy   
33. Общие свойства линейных однородных ДУ. Понятие о линейной 
зависимости функции. Определитель Вронского и его свойства. 
34. Структура общего решения однородного уравнения 2-го и более высоких 
порядков.  
35. Линейные однородные дифференциальные уравнения второго и более 
высоких порядков с постоянными коэффициентами. 
36. Линейные однородные дифференциальные уравнения второго и более 
высоких порядков. Структура общего решения линейного неоднородного 
уравнения.  
37. Неоднородные дифференциальные уравнения второго и более высоких 
порядков с постоянными коэффициентами со специальной правой частью. 
38. Метод Лагранжа вариации произвольных постоянных. 
39. Системы обычных ДУ. Метод исключения неизвестных. 
40. Определение и простейшие свойства двойных интегралов. 
41. Вычисление двойных интегралов в декартовых координатах. 
42. Замена переменных в двойных интегралах (полярные координаты, 
обобщенные полярные координаты, общий случай). 
43. Вычисление площадей плоских фигур и объемов тел с помощью двойных 
интегралов. 
44. Тройной интеграл, его определение, свойства, вычисление в декартовых 
координатах. 
45. Вычисление тройного интеграла в цилиндрических и сферических 
координатах. 
46. Задача о массе материальной кривой. Криволинейный интеграл 1-го типа, 
его вычисление. 
47. Задача о работе силового поля. Криволинейный интеграл 2-го типа, его 
вычисление. 
48. Формула Грина. Условие независимости криволинейного интеграла от 
пути интегрирования. 
49. Поверхностные интегралы 1-го и 2-го типов, их вычисление. Формулы 
Стокса и Остроградского. 
50. Понятие о потоке, дивергенции, циркуляции и роторе векторного поля.  
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Перечень основных задач по темам второго семестра. 
 
Найти неопределенные интегралы: 
 
 
;
44
73
.17;
)2()1(
.16;)2(.15
;ln.14;arcsin.13;2cos.12;
15123
76
.11
;
53
.10;
16
.9;
4
.8;
ln
.7;
1
arcsin
.6
;
sin
cos
.5;
cos
.4;2.3;
25
.2;
5sin
.1
232
4
3
2
6
2
22
222
2
 
 
  
 









 dx
xxx
x
xx
dx
dxex
xdxxxdxxdxxdx
xx
x
x
dx
x
dxx
e
dxe
xx
dx
x
dxx
x
dxx
x
dx
tgxxdxtg
x
dx
x
dx
xx
x
x
.
cos1
sin
.25;
1
1
.24;
sin
cos
.23;
cos7sin48
.22
;4cos.21;sincos.20;
6
.19;
1
.18
2
2
3 2
234
4
33
4 3
dx
x
x
dx
tgx
tgx
x
dxx
xx
dx
dxxdxxxdx
x
xx
dx
x
x
 







  
 
Вычислить определенные интегралы: 
 
 
 
 












3
0
2
0
3
2
2
1
0
2
1
2
2
0
1
0
2
4
4
2
0
43
2
2
2
.
2
sinsin.35;
71
.34
;
4
.33;
23
.32;cos.31;2sin.30
;.29;sin.28;cos.27;
8
1
8
13
32
25
.26







dx
x
x
x
dx
xx
dx
xx
dx
dxxarcd
dxxexdxddxxx x
 
 
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
 
.sin2;cos2.39;2sin4.38
;031.37;128.36
332
22
tytxr
yxиxyОxосьюиxxy



 
 
Вычислить длину дуги кривой: 
).cos1(3.42;
2
0),cos(sin2);sin(cos2.41
;
3
1
.40




rttttytttx
Оxосьюслиниияпересечениточкамимеждуxxxy
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Исследовать несобственные интегралы на сходимость: 
 
.
1
.50;
52
.49;
ln
.48
;.47;.46;.45;
1
.44;
)1(
.43
1
0
2
4,0
0
5,0
0
2
4
0
00
2
0
6
2









x
dx
x
dx
xx
dx
x
dx
dxxedxe
x
dx
x
dx xx
 
 
Найти частные производные  
указанных порядков от функций двух переменных: 
 
?,,)cos(.53
?,,,.52?,.51







ttxx
atx
yyxyxxxy
y
zzeatxz
zzz
yx
yx
zzexz
 
 
Найти экстремум функции двух переменных: 
 
.24513.56
;242.55;762106.54
23
224422
yxxyxz
yxyxyxzyxyxyxz


 
 
Найти условный экстремум функции: 
 
.4,1045.59
;122,428.58;062,.57
22
2222


yxеслиyxxyyxz
yxеслиyxzyxеслиyxz
   60. Дана функция  .328324 223  yxyxyyxxz  Найти градиент  
       функции z  в точке  А(-1;3) и производную функции z  в точке  А  в         
       направлении вектора  ).5;12(a

 
 
Найти общее или частное (если заданы начальные условия) решения 
дифференциальных уравнений: 
 
 
;ln.64;0)(.63
;5)1(,12.62;04)(6.61
222
222
xyyyxdyyxxydx
yxyyxdxydyyyx


 
  .324.65 2 xxyyx   
 
Проинтегрировать дифференциальные уравнения второго порядка: 
 
.0294.73;034.72
;044.71;04.70;1.69
;0)1(.68;
6
.67;143.66
2
3
2



yyyyyy
yyyyyyyy
yyx
y
yxxy
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Найти общее решение ЛНДУ 2-го порядка с постоянными 
коэффициентами: 
 
.2.77;sin6cos14.76
;2sin272cos2034.75;1486.74
22
2
x
x
exyyyxxyy
xxyyyeyyy


 
 
Вычислить двойной интеграл по области  D ,  
ограниченной линиями: 
 
.3,,25:,25.81
.4,:,)(.80
.
1
,,2:,.79
.2,1,4,3:,
)(
.78
2222
22222222
2
2
2
xyxyyxDгдеdxdyyx
yxyxDгдеdxdyyx
x
yxyxDгдеdxdy
y
x
yyxxDгде
yx
dxdy
D
D
D
D










 
 
Вычислить криволинейные интегралы: 
 
.
,4),2(.83
).2;1(
)0;0(,,
4
.82
222
22
стрелкичасовойходупояпробегаема
yxокружностиполовинаверхняяlгдеdyxxydx
А
иОточкийсоединяющепрямойотрезокLгде
yx
dl
l
L





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Аттестационная работа № 3 
«Определенный интеграл и его приложения» 
 
Теоретические вопросы. 
 
1. Определение, свойства, таблица основных неопределенных 
интегралов. 
2. Основные методы интегрирования. 
3. Интегралы от рациональных, иррациональных и тригонометри-
ческих функций. 
4. Определение, основные свойства определенного интеграла. 
5. Формула Ньютона-Лейбница. 
6. Интегрирование по частям и замена переменных в определенном 
интеграле. 
7. Несобственные интегралы двух типов. 
8. Формулы для вычисления площади фигуры, длины дуги, объема 
тела. 
9.  Координаты центра масс однородной дуги и однородной плоской 
пластины. 
 
Практические задания. 
 
 Задание  1.  Вычислить определенные интегралы с точностью    
                               01,0 . 
  
1 
,
sin
cos
)
,)1ln()
4
2
3
3
2






 x
dxx
в
dyyya
 
.
)2(3
)2(
)
,)
29
3
3 2
3 2
1
0
22
dx
x
x
г
dxxxxб





 
2 
,
cos2
)
,)
2
0
0
2
22






x
dx
в
dxexа
x
 
.
)3(
)
,
4
)
2ln
0
1
2
2
2




xx ee
dx
г
dx
x
x
б
 
3 


4
0
3
2
0
,2sin)
,cos)


xdxв
xdxxа
 
.
132
)
,
9
)
5
0
6
3
4
2




xx
dx
г
dx
x
x
б
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4 




0
4
0
2
,
2
sin)
,sin)
dx
x
в
xdxxа
 
.
11
11
)
,4)
8
3
1
0
2
dx
x
x
г
dxxб





 
5 



3
0
3
5,0
5,0
,2sincos)
,2arccos)

xdxxв
xdxа
 
.
1
)
,
4
1
)
8
3
3
1
22
3





x
xdx
г
dx
xx
x
б
 
6 

 
3
0
2
2
1
,)
,ln)1()

dxxtgв
dyyyа
 
.
3
1
)
,3)
5ln
0
3
1
2





dx
e
ee
г
dxxб
x
xx
 
7 







2
3
0
5,0
2
,
)cos1(
sin
)
,)
dx
x
x
в
dxxeа x
 
.
1
)
,9)
2ln2
2ln
3
3
22





xe
dx
г
dxxxб
 
8 





4
0
,3sincos2)
,cossin)



xdxxв
dxxxxа
 
.1)
,
1
)
2ln
0
1
2
2
6
2
dxeг
dx
x
x
б
x




 
9 






0
3
2
3
1
3
,
3
cos
2
cos)
,)
dx
xx
в
dx
e
x
а
x
 
.
4
)
,)1()
5
0
1
0
32




x
xdx
г
dxxб
 
10 



32
0
2
1
2
2
,)164cos32()
ln
)

dxxв
dx
x
x
а
e
 
.
121
)
,
)1(
)
4
0
1
3
3
322




x
dx
г
xx
dx
б
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11 



2
0
2
1
,
sin1
cos
)
,ln)
2

dx
x
x
в
dxxxа
e
 
.
32
)
,
1
)
3
7
3
2
2
1
2




x
xdx
г
dx
x
x
б
 
12 


3
4
4
1
0
,)
,)


 dtgв
dxxarctgа
 
.)
,
)3(
)
3ln
2ln
1
0 2
3
2




xx ee
dx
г
x
dx
б
 
13 

 


0
0
,
2
3
cos
2
cos)
,
2
cos)2()
dx
xx
в
dx
x
xа
 
.
)1(
)
,2)
1
0
4
2
2
1
2




x
dxx
г
dxxб
 
14 


4
0
8
0
2
,5cos3sin)
,4sin)


dxxxв
xdxxа
 
.
11
)
,
)1(
)
0
1
3
1
0
22
2


 

x
dx
г
x
dxx
б
 
15 


3
0
4
3
2
1
2
,
cos
sin
)
,ln)

dx
x
x
в
dyyyа
 
.)
,
9
)
2ln
2
1
0
6
32
22




xx
x
ee
dxe
г
xx
dx
б
 
16 




6
0
2
1
2
,
cos
)
)1(
)1ln(
)

x
dx
в
dx
x
x
а
 
.
9
)
,
1
)
3 7
0
3
2
1
3
1
22




z
dzz
г
xx
dx
б
 
17 

 
2
6
3
2
5,1
,)
,)32()


dxxctgв
dxxarctgа
 
.
31
)
,1)
5
0
2
3
2
1
2




x
xdx
г
dxxб
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18 

 
2
0
2
0
,5cos3coscos)
,sin)3()


dxxxxв
dxxxа
 
.
)1(1
)
,
)9(
)
2
0
3
3
0
32




xx
dx
г
x
dx
б
 
19 




0
24
1
2
,sincos)
,ln)
dxxxв
dxxxа
e
 
.
1
1
)
,
4
)
0
3ln
4
2
2
dx
e
e
г
dx
x
x
б
x
x





 
20 





2
0
6
0
3
3
,sin)
,)2()

dxxв
dxexа
x
 
.
sin4
cos
)
,
)1(
)
2
0
5,0
5,0
32





y
dyy
г
x
dx
б
 
21 






2
9
9
2
,sin1)
,
3cos
)
dxxв
x
dxx
а
  
.
1)1(
)
,
5
)
5
2
2
5,2
0
32




xx
dxx
г
x
dx
б
 
22 




4
6
1
5,0
,
2sin
1
)
,)1arcsin()


dx
x
tgx
в
dxxа
 
 
.
1
)
,
1
)
2ln
0
2
5,0
0
32
4




xx ee
dx
г
x
dxx
б
 
23 


3
6
3
3
1
,
cos
2sin
)
,
1
)


dx
x
x
в
dx
x
arctgа
 
.
ln1
)
,
3
)
3
1
2
3
24




e
xx
dx
г
xx
dx
б
 
24 





8
0
0
1
,3sinsin)
,)1ln()

dxxxв
dxxxа
 
.
1
)
,
16
)
3ln
2ln
4
2
4
2




xe
dx
г
dx
x
x
б
 
 12 
25  






4
1
0
,3sin2sinsin)
,
2
2
arcsin
)
dxxxxв
dx
x
x
а
 
.
)ln1(
ln
)
,7)
3
2
2
3
7
0
23




e
e xx
dxx
г
dxxxб
 
26 

 
2
3
2
1
,
sin
)
,)23ln()


dx
x
dx
в
dxxа
 
.
1
)
,
8
)
9
4
4
8
4
2




x
dxx
г
dx
x
x
б
 
27 

 
2
0
5
4
0
23
,cos)
,9)

dxxв
dxxxа
 
.
)1(
)
,
1
)
26
7 3
2
2
3
2
1
25




x
dxx
г
xx
dx
б
 
28 








2
42
0
1
2
,sincos)
,)1()
dxxxв
dxexа x
 
.
12
1
)
,9)
13
0
3
3
0
24
dx
x
x
г
dxxxб





 
29 


2
3
3
4
0
2
,
sin
)
,)



x
dx
в
dxxtgxа
 
.
4
)
,
9
)
12ln
5ln
3
0
2
3




xe
dx
г
x
dxx
б
 
30 


4
0
4
1
0
,
2
sin)
,)

dx
x
в
dxarctgxxа
 
.
45
)
,6)
1
1
6
0
2


 

x
dxx
г
dxxб
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Задание 2. Вычислить несобственные интегралы или доказать их 
расходимость: 
 
 
1 
.
42
);
116
)
1
0
3
0
4  

x
dx
б
x
dxx
а  
2 
96
);
116
16
)
3
1
2
0
4 


xx
dx
б
x
dxx
а
 
3 
.)
;
116
)
3
1
0
2
13
0
4
3





dx
x
e
б
x
dxx
а
x
 
4 
.
)3(
)
;
116
)
3
1
5 3
1
4





x
dx
б
x
dxx
а
 
5 
.
13
)13ln(
)
;
)4(
)
1
3
1
0
32





dx
x
x
б
x
dxx
а
 
6 
.
1920
)
;
)8(
)
1
25,0
2
0
3 43
2





xx
dx
б
x
dxx
а
 
7 
.
)1(ln)1(
2ln
)
;
)16(
)
1
5,0
2
0
4 52





xx
dx
б
x
dxx
а
 
8 
.
)32ln()32(
)
;
14
)
3
2
0
3
4
2





xx
dx
б
xx
dxx
а
 
9 
.
1
)
;
54
)
1
0
4
1
2






x
xdx
б
xx
dx
а
 
10 
.
)3sin1(
3cos
)
;
294
)
6
0
6 5
1
2







x
dxx
б
xx
dxx
а
 
11 
.
1
2
)
;
41
2
)
1
0
4
0
2





x
xdx
б
dx
x
xarctg
а
 
12 
.
)31(
)
;
544
)
0
3
1 3
2
5,0
2






x
dx
б
xx
dx
а
 
13 
.
43
)
;
10124
)
1
75,0
5
0
2





x
dx
б
xx
xdx
а
 
14 
.
cos
)
;
)74(
)2(
)
2
0
2
0
3 42







x
dxe
б
xx
dxx
а
tgx
 
 14 
15 
.
1
)
;
4
3
)
1
0
2
arcsin
0
2
2







dx
x
e
б
dx
x
x
а
x
 
16 
.
44
)
;
41
2
)
2
1
5 2
0
2





xx
dx
б
dx
x
xarctg
а
 
17 
.
cos
sin
)
;
)ln1(
)
2
7 2
1
2





 x
dxx
б
xx
dx
а
 
18 
.
34
)
;sin)
0
75,0
0




x
dx
б
dxxxа
 
19 
.
)1(
)
;
4
)
2
1
32
1
2






x
dxx
б
xx
dx
а
 
20 
.
299
)
;
3)91(
)
3
1
0
2
3
1
22





xx
dx
б
xarctgx
dx
а
 
21 
.
cos
sin3
)
;
2
)4(
)
2
0
3
2
2





x
dxx
б
xarctgx
dx
а
 
22 
.
9
9
)
;
3ln)2(
)
3
0
3 2
3
1
2





x
dxx
б
xx
dx
а
 
23 
.
1
)
;)
1
0
3 5
4
0
3






x
dxx
б
dxexа x
 
24 
.
64
)
;
11
)
2
0
6
2
0
23
2














x
dxx
б
dx
x
x
x
x
а
 
25 
.
21
)
;
122
)
1
5,0
9
0
2





x
dx
б
xx
dx
а
 
26 
.
1
)
;
)1(
)
5
1
3
2
1
2





x
dxx
б
xx
dx
а
 
27 
.
23
)
;
)1(ln
)
5,1
1
2
2
2





xx
dx
б
xx
dx
а
e
 
28 
.
)16(
10
)
;
156
)
4
0
4 32
1
2





x
dxx
б
xx
dx
а
 
 15 
29 
.
41
)
;
569
)
25,0
0
3
1
2





x
dx
б
xx
dx
а
 
30 
.
)12(
)
;
10816
)
5,0
0
3
3
2





x
dx
б
xx
dx
а
 
 
Задание 3. Вычислить с точностью 01,0  площадь фигуры, 
ограниченной линиями: 
 
1 .2cos3 r  2 .3,2 xyxy   
3 ., 3xyxy   4 .sin7,cos7 33 tytx   
5 .3cos4 r  6 .2cos3 r  
7 ).cos1(2 r  8 .2sin22 r  
9 )cos1(4),sin(4 tyttx   10 ).cos1(2 r  
11 .3sin2 r  12 .cos2 r  
13 
.
2
,
1
1 2
2
x
y
x
y 

  
14 .9,1 22 xyxy   
15 .4,0,32  yxxy  16 .sin4 2 r  
17 .sin2,cos3 tytx   18 .3,92 xyxy   
19 
.0,0
),cos(sin3
),sin(cos3



ty
ttty
tttx
 
20 .4,4 22 yxxy   
21 .2,32  xxy  22 .2, 22 xyxy   
23 .0,)4( 32  xxy  24 .4sin3 r  
25 .0,1,3  xyxy  26 07,6  yxxy  
27 
.2
,0,2,2 2


x
xxxyy x  
28 .8)4(,4 22  xyyx  
29 .0,cos,1  yxyxy  30 .sin2,cos2 33 tytx   
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Задание 4. Вычислить с точностью  01,0  длину дуги кривой: 
 
1 .sin2,cos2 33 tytx   2 
.0
).cos(sin2
),sin(cos2



t
ttty
tttx
 
3 
.
2
0,
3
sin 3  



r  
4 
.
2
0,
3
sin2 3  



r  
5  .933 23 2  yx  6 .4 3
2
3
2
3
2
 yx  
7 
.4
,)1( 32


x
прямойотсеченнойxy
 
8 .
6
0,cosln1  xxy  
9 
.
2
0,
3
cos6 3  



r  
10 .sin4,cos4 33 tytx   
11 
).125;6(.
)0;1(.,)1( 32
Вт
доАтотxy 
 
12 
.5
,32


x
прямойотсеченнойxy
 
13 cos3r  14 ).cos1(3 r  
15 
.
3
cos2 3 



 r  
16 
.
2
0
.sin5,cos5 22


t
tytx
 
17 
.
,)3(49 32
Оyосьюсяпересечени
точкамимеждуxy 
 
18 .sin3 r  
19 .
23
,sinln   xxy  20 
.20
),cos1(9
),sin(9






t
ty
ttx
 
21 ).cos1(2 r  22 .52,)1( 32  xxy  
23 
.20
),cos1(7
),sin(7






t
ty
ttx
 
24 
.20,22 

xeey
xx
 
25 .sin4,cos4 33 tytx   26 ).(,3 32 петляttytx   
27 .sin5 r  28 .cos4 r  
 17 
29 ).cos1(5 r  30 
).8;4(.
)0;0(.,32
Вт
доАтотxy 
 
Задание  5.  Вычислить объем тела, полученный вращением  
фигуры   вокруг указанной оси координат: 
 
1 .,0,4: 2 Oyxxy   2 
.,0
,0,2:
Oxy
xyx


 
3 
.,1
49
:
22
Oyyx   
4 .,1,: 23 Oxyxy   
5 
.,0
),cos1(6
),sin(6
: Oxy
ty
ttx






  
6 
.,
2
0
,sin4
,cos3
:
2
2
Oyt
ty
tx 






  
7 .,,: 22 Oxyxxy   8 .,2,)1(: 32 Oxxxy   
9 .,5,1,1: 2 Oxxyyx   10 
.,0
,0,sin:
Oxx
yxy


 
11 .,4,4: 22 Oxyxxy   12 .,sin5,cos2: Oytytx   
13 .,8,: 22 Oyyxxy   14 
.,1
,0,0,:
Oxx
yxey x


 
15 .,3,
3
4: 2 Oxxxy   16 .,0,2: 2 Oxyxxy   
17 .),cos1(2: осиполярнойr   18 .,sin7,cos7: 33 Oytytx   
19 
.,1
16
: 2
2
Oxy
x
  
20 
.,0
,0,)1(: 23
Oxy
xyx


 
21 .,062,4: Oxyxxy   22 .,sin2,cos3: Oytytx   
23 .,,2: 22 Oxxyxy   24 .,,8: 22 Oxxyxy   
25 .,0,)4(: 32 Oxxxy   26 .,8,0,: 3 Oyyxxy   
27 .,sin,cos: 33 Oxtytx   28 .,0322,2: 2 Oxyxxy   
29 .,0,: 2 Oxyxxy   30 
.,2,
2
2:
2
Oyyx
x
y   
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Задание 6.1-6.23. Вычислить работу, которую необходимо 
затратить на выкачивание воды из резервуара  Р. Удельный вес воды 
9,81 .14,3,3 м
кН  (точность вычислений  1,0 ). 
 
1 Р: правильная четырехугольная пирамида со стороной основания 
2м  и высотой 5м. 
2 Р: правильная четырехугольная пирамида, обращенная вершиной 
вниз. Сторона основания пирамиды равна 2м, а высота –6м. 
3 Р: котел, имеющий форму сферического сегмента, высота которого     
1,5м и радиус 1м. 
4 Р: полуцилиндр, радиус основания которого 1м и длина 5м. 
5 Р: усеченный конус, у которого радиус верхнего основания 1м,     
нижнего-2м, высота-3м. 
6 Р: желоб, перпендикулярное сечение которого является параболой.      
Длина желоба 5м, ширина 4м, глубина 4м. 
7 Р: цилиндрическая цистерна, радиус основания которой 1м, 
длина 5м. 
8 Р: правильная треугольная пирамида с основанием 2м и 
высотой 5м. 
9 Р: правильная треугольная пирамида, обращенная вершиной вниз,  
сторона основания которой 4м, а высота 6м. 
10 Р: конус, обращенный вершиной вниз, радиус основания которого 
3м, высота 5м. 
11 Р: усеченный конус, у которого радиус верхнего основания 
равен 3м, нижнего-1м, высота 3м.     
12 Р: конус с радиусом основания 2м и высотой 5м. 
13 Р: правильная четырехугольная усеченная пирамида, у которой     
сторона верхнего основания 8м, нижнего-4м, высота-2м. 
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14 Р: параболоид вращения, радиус основания которого 2м, 
глубина 4м. 
15 Р: половина эллипсоида вращения, радиус основания которого 1м,     
глубина 2м. 
16 Р: усеченная четырехугольная пирамида, у которой сторона     
верхнего основания 2м, нижнего-4м, высота-1м. 
17 Р: правильная шестиугольная пирамида со стороной  основания 1м 
и высотой-2м. 
18 Р: правильная шестиугольная пирамида с вершиной, обращенной     
вниз, сторона которой 2м, а высота-6м.     
19 Р: цилиндр с радиусом основания 1м и высотой 3м. 
20 Р: правильная усеченная шестиугольная пирамида, у которой 
сторона верхнего основания 1м, нижнего-2м, высота-2м. 
21 Р: желоб, в перпендикулярном сечении которого лежит     
полуокружность радиусом 1м, длина желоба 10м. 
22 Р: правильная усеченная  шестиугольная пирамида у которой 
сторона верхнего основания 2м, нижнего-1м, высота 2м.    
23 Р: полусфера радиуса 2м. 
 
Задание. 6.24-6.30. Вычислить работу (с точностью до 0,1), 
затрачиваемую на преодоление силы тяжести при построении 
сооружения  Q из некоторого материала, удельный вес которого  . 
 
24 Q: правильная усеченная четырехугольная пирамида, сторона      
верхнего основания которой равна 2м, нижнего-4м, высота 2м,        
.24 3м
Кн   
25 Q: правильная шестиугольная пирамида со стороной основания 1м, 
высотой 2м,  .24 3м
Кн   
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26 Q: правильная четырехугольная пирамида со стороной 
основания 2м, высотой 4м,  .24 3м
Кн   
27 Q: правильная усеченная шестиугольная пирамида, сторона 
верхнего основания которой равна 1м, нижнего-2м, высота 2м,        
.24 3м
Кн   
28 Q: правильная треугольная пирамида со стороной основания 3м, 
высотой 6м,  .20 3м
Кн   
29 Q: конус, радиус основания которого 2м, высота 3м,  .20 3м
Кн   
30 Q: усеченный конус, радиус верхнего основания которого равен 1м, 
нижнего -2м, высота- 2м,  .21 3м
Кн   
 
Задание 7. Вычислить  )1,0(   силу давления воды на пластину, 
вертикально погруженную в воду. Удельный вес воды  9,81 Кн/м3. 
Форма, размеры и расположение пластины указаны на рисунках. 
 
1. 2. 
 
3.      4. 
 
2м 
5м 
Параллелограмм 8м 
4м 
1м 
1м 
Равнобочная трапеция 
8м 
1м 
4м 
2м 
8м 
4м 
2м 
Равнобочная трапеция Равнобочная трапеция 
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5.      6. 
 
 
 
 
 
 
7.      8. 
 
 
 
 
 
 
 
9.      10. 
 
 
 
 
 
 
 
 
11.      12. 
 
 
 
 
 
 
 
 
13.      14. 
 
 
 
 
 
 
 
4м 
4м 
Парабола 
2м 
2м 
Полуэллипс 
8м 
4м 
2м 
о 1м 
1м 
Четверть кольца Равнобочная трапеция 
10 м 
4 м 
Равнобедренный треугольник 4 м 
1м 
1м 
Равнобедренный треугольник 
3м 
Круг 
1м 
1м 
Круг 
1м 
1м 
Полукруг 
1м 
1м 
Полукруг 
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15.      16. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
17.      18. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
19.      20. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
21.      22. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3м 
Полукруг 
2м 
1м 
Эллипс 
2м 
1м 
Ромб 
2м 1м 
1м 
Равнобедренный треугольник 
2м 
1м 
Равнобедренный треугольник 
2м 
Полукруг 
1 м 
1м 
2м 
Прямоугольный треугольник 
1м 
2м 
Прямоугольный треугольник 
1 м 
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23.      24. 
 
 
 
 
 
 
 
25.      26. 
 
 
 
 
 
 
 
27.      28. 
 
 
 
 
 
 
 
29.      30. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Задание 8.  Найти координаты центра масс однородной плоской 
кривой  L: 
 
1 :L   полуокружность 
,222 Ryx  расположенная 
над осью Ox . 
2 :L первая арка циклоиды  
).cos1(),sin( tayttax    
3 :L  дуга астроиды в третьем 
квадрате,  .3
2
3
2
3
2
ayx   
4 :L дуга окружности радиуса  
,R стягивающая центральный 
угол .   
4м 
4м 
Парабола 
1м 
1м 
1м 
1м 
1м 
Параллелограмм 
1м 
2м 
Полуэллипс 
2м 
Прямоугольный треугольник 
1 м 
1м 
Прямоугольный треугольник 
2 м 
xy  42
y
1м 
         Дуга параболы 
4 м 
x
2м 
2м 
Квадрат 
4м 
4м 
1м 
Парабола 
 24 
5 :L  дуга цепной линии 
  ., axa
a
xchay    
6 :L  дуга кардиоиды 
.0),cos1(   ar   
7 :L  дуга логарифмической     
спирали 
.
2
,   ear   
8 :L  арка циклоиды  
.20
).cos1(3),sin(3


t
tyttx
  
9 :L  дуга астроиды  
.
2
0
,sin2,cos2 33


t
tytx
  
10 :L  дуга 
.
2
0
,cos,sin


t
teytex tt
  
11 :L  кардиоида 
).1(2 сosr    
12 
 .
4
;2
)0;0(.sin2:


Вточкидо
АточкиотrL 
 
13 
.0),cos(sin
),sin(cos
:


ttttay
tttax
окружностиразверткидугаL
  
14 
.
.
4
0,cos32:  rL
 
15 .10,,3: 32  tеслиttytxL  
 
Задание 8.16-8.30. Найти координаты центра масс плоской 
однородной фигуры Д, ограниченной линиями: 
 
16 Д:  .0,0,  yxayx  
17 
Д:  )0,0(1
2
2
2
2
 yx
b
y
a
x
 
      и оси координат. 
 
18 Д:  





.0),cos1(
),sin(
ytay
ttax
 
19 Д:  .,2 xyxy   20 Д:  .0,0,sin  xyxy  
21 Д:   .0,22  yxRy  22 
Д:   
.,0
),0,0(
axy
ba
a
x
by


 
23 
Д:   
.0,
),0,0(


xby
ba
a
x
by
 
24 Д:  .0,432  axaxy  
25 
Д:  
.
2
0,sin
,
3
3


ttay
tсosax
 
26 Д:  круговой сектор радиуса   
   R  и центральным углом, 
    равным .2   
27 Д:  ).cos1(  ar  28 
Д:  
.
44
,2cos22



 ar
 
29 Д:  .0,0,  yxayx  30 Д:  ).0(,32  aaxxay  
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Решение типового варианта аттестационной работы № 3 
«Определенный интеграл и его приложения» 
 
Задание  1.  Вычислить определенные интегралы с точностью до 
двух знаков после запятой:  а)  
e
dxx
1
2 ;ln       б) ;
1
.1
0
2
3

x
dxx
     
в) 

4
0
22
;
sin5cos34

xx
dx
  г)  .
13)13(
3
10
3
2

 xx
dxx
 
       а)  
e
dxx
1
2 .ln  
      Дважды применив метод интегрирования по частям, получим: 
      
.72,02222
1
)ln(20ln
,
1
,ln
ln2
1
ln
,
1
ln2,ln
ln
2
1
2
2
1
2







 
eeee
e
xxxee
xvdxdv
dx
x
duxu
dxx
e
xx
xvdxdv
dx
x
xduxu
dxx
ee
 
 
     б)  .
1
1
0
2
3
dx
x
x


 
Подинтегральная функция представляет собой дифференциальный 
бином .2
2
131
.
2
1
,2,3,)( Z
n
m
pnmгдеbxax pnm 



  Для 
вычисления интеграла применяем подстановку  .1 22 tx   Получаем: 
.09,0
3
32
1
3
1
2
3
22
1
2
3
1
)1(
1
2,1
1,0
,1
1
3
2
1
2
2
1
2
22
1
0
2
3































 ttdttdttt
t
tx
tx
tdtxdxtx
dx
x
x
 
      в) 

4
0
22
.
sin5cos34

xx
dx
 
Подынтегральная функция является рациональной функцией от 
xиx 22 sincos , поэтому принимаем подстановку :tgxt   
 26 
 
 



























1
0
2
1
0 2
2
2
2
4
0
2
2
2
2
2
2
22
.42,003
3
1
0
1
3
3
1
19
1
1
5
1
3
4
1,
4
,0,0
1
sin,
1
1
cos
1
,
sin5cos34
arctgarctgtarctg
t
dt
t
t
t
t
dt
txtx
t
t
x
t
x
t
dt
dxtgxt
xx
dx

  
      г)  .
13)13(
3
10
3
2

 xx
dxx
 
      Данный интеграл от иррациональной функции приводится к интегралу 
от рациональной функции с помощью подстановки  .13 tx   Имеем: 
 
 
  .59,0
27
16
11
9
2
3
1
3
9
2
1
31
9
21
1
9
2
3
21
3
1
.3,
3
10
,1,
3
2
,
3
2
,
3
1
,13
13)13(
3
1
2
3
10
3
2
3
1
2
2
2






























 
t
tdt
t
tt
dttt
tx
tx
dttdx
t
xtx
xx
dxx
 
 
Задание  2.  Вычислить несобственные интегралы или доказать 
их расходимость: 


  94
)
2 xx
dx
a ;    ;
23
)
1
1
3 2
2
dx
x
x
б 


    

3
1
2 44
)
xx
dx
в . 
 























05
2
5
1
lim
0
5
2
5
1
lim
5)2(
lim
5)2(
lim
949494
)
0
2
0
2
0
2
0
22
Nx
arctg
M
x
arctg
x
dx
x
dx
xx
dx
xx
dx
xx
dx
a
NM
N
N
M
M
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












 

 5
2
5
1
5
2
5
1
lim
5
2
5
1
5
2
5
1
lim arctg
N
arctg
M
arctgarctg
NM
 
.40,1
55
2
5
1
25
1
25
1
5
2
5
1








arctgarctg  
Отсюда следует, что данный интеграл сходящийся. 
 
     .
23
)
1
1
3 2
2
dx
x
x
б 


 
    Подынтегральная функция терпит разрыв в точке  0x , поэтому имеем: 
    



dx
x
x1
1
3 2
2 23













 




dxxxdx
x
x
dx
x
x 1
0 1
3
2
3
4
003 2
20
1
3 2
2
23lim
2323


 
.57,14
7
4
14
66
7
9
7
9
6
7
9
6
7
9
lim6
7
9
6
7
9
lim
1
6
7
9
lim
1
6
7
9
lim23lim
3
1
3
7
00
3
1
3
7
00
3
1
3
7
00
3
1
3
7
00
1
3
2
3
4
00
сходящийсяинтеграл
xxxxdxxx




























































 
  
.00,2
1
lim
1
lim
1
1lim1
1
lim
2
3
2
1
lim
1
2
2
1
lim
)2(
lim
)2(
lim
)2()2()2(44
)
00
0000
3
2
20
2
1
20
3
2
2
2
1
2
3
1
2
3
1
2



















































и
xxx
dx
x
dx
x
dx
x
dx
x
dx
xx
dx
в
кактак
 Следовательно, данный интеграл расходится. 
 
Задание 3.   Вычислить с точностью  01,0  площадь фигуры, 
ограниченной линиями: 
    а) ;2sin22 ar   б)  ;20
,sin
,cos






t
tby
tax
 в)  .,2 232 xyxy   
   а)  Линия задана полярным уравнением  .2sin22 ar   Определим 
допустимые значения угла    и построим график. 
     .,
2
,222002sin ZkkkZkkk  

  
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.
2
3
1,
2
00 

  kприkПри  
В этих секторах  2sinar   и строим график: 
 
  0 
6
  
4
  
3
  
2
  
r  0 a71,0  a  a93,0  0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
В силу симметрии кривой определим одну четверть искомой площади: 
..
40
4)2cos(
4
2sin
2
1
)(
2
1
4
1 2
24
0
2
22
1
0
aSТогда
aa
dadfS  





 
 
   б)  Кривая задана параметрически   .20
,sin
,cos






t
tby
tax
 
        Эти уравнения определяют эллипс  .1
2
2
2
2

b
y
a
x
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 В этом случае справедлива формула:    
.)(?
,0)(?,)()(
22
11
2
1
atxt
txtdttxtyS
t
t

   
A  О 
a  a  
b  
b  
y  
x  
 29 
           
2
0
0
2
2
0
2 )2cos1(2sin4)sin(sin4



dttabtdtabdttatbS  
.
0
22sin
2
1
2 abttab 







  
в)  .,2 232 xyxy         
 
 
 
Найдем пределы интегрирования, для этого решим систему уравнений: 






.02.
,2,2
323
32
yyxy
yyxy
 
Если  ;021111 y  если    .021112 y  
Если 1y , то 12 x  и 1x . 
Площадь фигуры определим по формуле      








1
1
3
2
22 dxxxS  
   13,2
15
2
2
5
3
3
1
22
0
1
5
3
3
2222 3
531
0
3
2
2 



















  x
x
xdxxx  
 
Задание  4.  Вычислить  )01,0(   длину дуги кривой: 
а) 3
2
3
2
3
2
ayx  ;  б) ;20
),cos1(
),sin(






t
tay
ttax
 в)  .3;0,
3
sin 3 

 ar  
    а)  Астроида  3
2
3
2
3
2
ayx    - кривая, симметричная относительно   
         координатных осей - определена неявным уравнением  ).(xyy   
         Длина дуги вычисляется по формуле   ,)(1
2
1
2 dxxyl
x
x
   
.6
2
3
44
.11
;,
3
2
3
2
,
3 23
0
3
3
2
2
3 2
3 2
2
33
1
3
1
3
2
3
2
3
2
aaadx
x
a
l
x
a
x
y
y
x
y
yxyyxay
a





 
2  
y  
2  
2  1 1  x  
a  
y  
a  x  
a  
a  
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б)  Найдем длину одной арки циклоиды: 
     





)cos(
)sin(
ttay
ttax
 
   Кривая задана уравнениями в 
   параметрической форме  ),(txx   
   ),(tyy  тогда 
     21
22 ,,)()(
2
1
ttdttytxS
t
t
 значения параметра, соответствующие  
концам дуги. 
В нашем случае,  .sin),cos1( taytax   Поэтому: 
        .8
2
sin2sin)cos1(
2
0
2
0
2222 adt
t
adttataS  

 
Пределы интегрирования  2,0 21  tt  соответствуют крайним точкам 
арки циклоиды. 
     в)  .
3
sin 3

ar   Вся кривая описывается точкой  ),( rM при     
         изменении   от .30 до  
  Кривая задана уравнением в полярных  
  координатах  ),(fr   тогда 
  


игдеdrrS ,22  значения 
 полярного угла в крайних точках дуги. 
 Имеем   ,
3
cos
3
sin 2

ar   поэтому  
  
.71,4
2
3
3
20
3
3
2
sin
2
3
22
3
2cos1
2
sin
3
cos
3
sin
3
sin
3
0
3
0
2
3
0
24262
aa
aa
da
dadtaaS




















 
 
Задание 5. Вычислить объем тела, полученного вращением 
фигуры   вокруг указанной оси: 
    ;0,0,sin:)  xxосивокругxya  
    ;0,0,sin:)  xyосивокругxyб  
    ;,2sin:) осиполярнойвокругrв           
    .0,sin,cos:) 33 yосивокругtaytaxг   
y  
0 x  a  
a2  
a2  
O A
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  а)  .0,0,sin:  xxосивокругxy  
).(93,4
20
2sin
2
1
2
2
2cos1
sin)(
3
2
0
0
22
едxx
dx
x
xdxdxxyV
b
a
x












 





 
      б)  Та же фигура  Ф  вращается вокруг оси Оy. 
).(74,192
0
)sincos(2
sin2
.)(2
32
0
ед
xxx
xdxxV
dxxxyV
y
b
a
y












 
     в)  .,2sin: осиполярнойвокругr    
    
.
2
3
2
0
02sin0,0






и
ra
       
.
2
,0
.2,sin
3
2
21
1
3
2
1






  VVdrV
 
 
 
).(92,1),(96,0
105
32
7
1
5
1
3
16
0
1
573
16
3
16
10
sin
)(sinsinsin1
3
16
cossin8
3
2
sin2sin
3
2
3333
3
35731
0
46
3
2
0
42
32
0
43
2
0
33
1
едaVедa
a
atta
dttt
a
t
t
d
a
da
daV































 
2
  x
y
0 
y  
  x    
A  О 
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г)  .0,sin,cos: 33 yосивокругtaytax   
 
 





1
0
2323
2
0
2622
16
10
sin
cos
sin3cos2)(
2
1
dzzza
z
zt
tdt
tatadyyxV
y
y
y



 
 
 
).(96,0
105
32
105
84
2735
935
12
35
23
9
2
6
9
1
7
3
5
3
3
1
6
0
1
97
3
5
3
3
6
3316
33
3
33
33
9
75
3
3
1
0
26423
едa
a
aa
aa
z
zz
z
a
dzzzzza










 
















 





 
 
Задание 6. Вычислить работу, которую необходимо затратить на 
выкачивание воды из резервуара Р. Удельный вес воды 
.14,3,81,9 3   м
kH Р - лежащий на боку круговой цилиндр длиной 
.15 мRоснованиярадиусомимL   Вода выкачивается через 
находящееся вверху отверстие. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a  
y  
a  x  
a  
a  
y
L 
2R 
dz 
z 
x
z
2R 
R 
C 
H 
z 
dz 
O 
O1 B 
z 
x 
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На высоте z  выделим слой воды dz . Его объем 
    .2222 221 dzzRzLdzzRRLdzLBOdv   
Этот слой нужно поднять на высоту .2 zRH   Элементарная работа ,dA  
затрачиваемая на выкачивание слоя ,dz определяется формулой 
    .20,1,5,20,222  zмRмLRzdzzRzzRLdVHdA 
 
Работа А по выкачиванию воды из цилиндра равна сумме всех 
элементарных работ, т.е. определенному интегралу 
 .02,15414,381,955
22
5
2
22sin
2
1
5
2
2cos
3
10
)2cos1(5)(coscos10
cos10cos)sin1(10
.
2
,1sin,2
2
,1sin,0
cossin12
cos,sin1
)1(1)2(102)2(10)2()2(10
3
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
22
2
0
2
2
0
2
2
0
кДж
tttdttttd
tdttdtt
ttz
ttz
ttzz
tdtdztz
dzzzdzzzzdzzzzA



















































  
Задание 7. Вычислить силу давления воды на пластину   Ф, 
вертикально погруженную в воду; удельный вес воды  
.);):,81,9 3 ктреугольнибполукругаФгдем
kH  
 
  а) Для вычисления силы давления 
жидкости используют закон Паскаля, 
согласно которому сила давления  
жидкости на площадку  S  с глубиной 
погружения Н равна ,, gHSP    
где  – удельный вес воды,  
g  - ускорение свободного падения,  
 - плотность жидкости. 
   Разбиваем площадь полукруга на элементы – полоски, параллельные 
поверхности воды. Тогда площадь такого элемента, расположенного на 
расстоянии Н от поверхности, равна   .22 22 dHHRdHxds    
dH 
O 
H R 
x 
x 
y 
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Элементарная сила давления равна     .2 22 dHHRHdsdP    
Всю силу давления на пластину получим при интегрировании 
P   ).(54,6
3
2
03
2
2 333
2
2222
0
kHRR
R
HRdHHRH
R
          
б)   Разбиваем площадь  
треугольника на элементы –  
полоски, параллельные  
поверхности воды, отстоящие от  
поверхности жидкости на  
расстояние d+y. 
Из подобия треугольников  
 CBAиABC 11  
имеем:    ,, 11
11
yH
H
a
BA
H
yH
a
BA


  т.е. площадь вырезанной 
пластинки    ,dyyH
H
a
ds   а давление на каждую из сторон полоски 
треугольной пластины  
 
.20,)2(
2
3
)2)(1(
2
3
1,3,2,))((
2 

ydyyydyyydP
мdмaмHdyyHyd
H
a
dP


 
Интегрируя это равенство, получим силу давления жидкости на каждую из 
сторон пластинки. 
 
).(1,4981,955
3
4
33
3
8
24
2
3
0
2
32
2
2
3
2
2
3 322
2
0
kH
yy
ydyyyP






















 


 
 
 Задание  8.  Найти координаты центра масс однородной плоской: 
а) кривой L ;   б)  фигуры Ф. 
  
  а) ).0(: 222  yayxостьполуокружнL  
Координаты центра масс определяются  
по формулам ,;
m
M
y
m
M
x xc
y
c   где  
m  - масса или кривой L , или фигуры Ф; 
yx MиM - соответственно статические моменты 
 или кривой  L , или фигуры Ф относительно координатных осей  ., yx OO  
A1 
A x 
y 
dy 
O 
B 
B1 
C 
а=3м d=1м 
H=2м 
-a          o             a x 
y 
C 
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Для случая однородной плоской кривой L  справедливы формулы:  
.)(1;)(1;)(1
.,1),(:
222 dxxyxMdxxyyMdxxym
bxaxyyL
b
a
y
b
a
x
b
a
 
 
 
В силу симметрии дуги  .;0..,0 amMетx yc   
Находим xM . 
.11,,,
22
2
22
2
2
22
22222
xa
a
xa
x
y
xa
x
yxayayx







.2 2
22
22 adxadx
xa
a
xaM
a
a
a
a
x 

 

 
Отсюда  .64,0
22 2
a
a
a
a
yc 

 
Координаты центра масс  
полуокружности ).64,0;0( aC  
б) Ф ограничена линиями  .42 xxyиxy   
Фигура  Ф однородная, т.е. .1),( yx  
.
6
125
3
1
2
1
125
0
5
32
5
)5()4(
3
2
5
0
2
5
0
2















 
x
x
dxxxdxxxxm
 
   
    









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0
5
5
5
2
2
1
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2
1
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2
1
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2
1
)()(
2
1
3
5
4
5
0
243
5
0
2342
5
0
222
5
0
2
1
2
2
x
x
xdxxxxdxxxxx
dxxxxdxxfxfM x
 
  .0112
2
625
1
5
5
2
2
625
625
5
3125
1250
2
1












  
   
.
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4
1
3
1
625
0
5
43
5
5)4()()(
4
3
5
0
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5
0
5
0
12















 
x
xdxxxdxxxxxdxxfxfxM y
 
Координаты центра масс фигуры Ф:  
).0;5,2(,0;.5,2
2
5
12512
6625
Cy
m
M
x c
y
c 


  
xxy 42   
xy   
0        1      2     3   4     5  
x 
y 
C 
Ф 
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Аттестационная работа  № 4 
 
«Дифференциальные уравнения» 
 
Теоретические вопросы 
1.  Общий вид дифференциальных уравнений первого и второго 
порядков. Понятие об общем и частном решениях. 
2. Сформулируйте задачу Коши для ДУ первого и второго порядков. 
3. Типы ДУ первого порядка и методы их решения. 
4. ДУ второго порядка, допускающие понижение порядка. 
5. Решение линейных однородных ДУ второго порядка с постоянными 
коэффициентами. 
6. Решение линейных неоднородных ДУ второго порядка с постоянными 
коэффициентами. Метод неопределенных коэффициентов. Метод 
вариации произвольных постоянных. 
7. Метод исключения неизвестных решения систем линейных ДУ. 
 
Практические задания 
 
Задание 1.  Найти общее решение или общий интеграл 
дифференциальных уравнений: 
 
1 
.sec)
;1)() 23
y
x
y
xyxб
yyyxxya


 
2 
  .023)
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xdydxyxб
yxyxya
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;1) 2
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dyyxdxyxб
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;0)4()
22 

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
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
 
 37 
13 
).()
;2)
x yeyxyб
xxyya


 
14 
.0)1(3)
;1)
2 

yxyyxб
x
y
ya
 
15 
.0)
;12) 2


yxxyб
xyxya
 
16 
.0)2()
;0)1() 2


dyxxyydxб
xyyxa
 
17 
.)
;0)()
22
22
dxyxydxxdyб
xdxdyyxya


 
18 
.0)34(
)34()
;0)1()1()
22
22
3233



dyxxyy
dxyxyxб
dyxydxyxa
 
19 
.0)()
;)
2
2


dyxydxyxб
yyyxa
 
20 
.)2()
;1)
22
2
yxyxyxyб
xydydxya


 
21 
.)2()
;2)
22 yxyyxyxб
xyxyya


 
22 
.0)2()
;22) 22


xdydxyxyб
yyyxa
 
23 
.01ln)
);1(
)1() 2
2









x
y
yyxб
x
yya
 
24 
.02)()
;1)
22
2
2


xydydxyxб
y
x
yya
 
25 
.0)2()
;
1
)1()
22
2




dyxdxxyyб
xy
x
y
yya
 
26 
.0)2()
;1)1() 22


xdydxyxб
xyxyyxa  
27 
.0)()2()
;
1
1
)
2
2




dyyxdxyxб
y
x
yxya
 
28 
).2(2)
;0)1()()
223
2
yxyyxб
dxxydyxxya


 
29 
).()
;1)()
2
2222
yxyyxб
xyyxyyyxa


 
30 
.)
;011) 22
x
y
y
x
yб
dyxydxya


 
 
Задание 2.  Найти частное решение (частный интеграл) 
следующих дифференциальных уравнений: 
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Задание  3.  Проинтегрировать дифференциальные уравнения, 
допускающие понижение порядка. 
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Задание 4. Найти общее решение линейных ДУ второго порядка: 
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Задание 5. Для данного ЛНДУ второго порядка 
)2,1()(  ixfcyybya i записать вид частного решения )(* xy : 
 
Вариант 1 2 3 4 
a  2 3 2 2 
b  -7 -7 1 -9 
c  3 2 -1 4 
)(1 xf  xex 3)12(   xxe23  xex  )5( 2  xxe42  
)(2 xf  x3cos  xx 2cos32sin   xx sin  xe x 4cos  
 
 
Вариант 5 6 7 8 
a  1 3 1 1 
b  0 10 -3 -4 
c  49 3 2 4 
)(1 xf  xx 43   xe 3  xex 2  xex 22sin   
)(2 xf  x7sin3  xx 3sin3cos2   x4cos3  42 x  
 
 
Вариант 9 10 11 12 
a  1 1 1 1 
b  -1 -3 3 0 
c  1 0 -4 36 
)(1 xf  сosxe x  xx 52 2   xxe 43   xxe4  
)(2 xf  27 x  xe x 2sin  xxsin  xx 6sin2  
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Вариант 13 14 15 16 
a  1 4 4 1 
b  -6 -5 7 -1 
c  9 1 -2 -6 
)(1 xf  xex 3)2(   xex )24(   xe 23   xxe32  
)(2 xf  xcos4  xe x 3sin  xx 2cos)1(   xx sincos9   
 
 
Вариант 17 18 19 20 
a  1 1 1 5 
b  0 -4 -2 -6 
c  -16 0 2 1 
)(1 xf  xe43  xex 4)2(   xex 4)32(   xex 2  
)(2 xf  xx sin4cos   x4cos3  xe x sin  xx sincos   
 
 
Вариант 21 22 23 24 
a  5 1 1 1 
b  9 -2 -3 -7 
c  -2 -15 0 12 
)(1 xf  xx 23   xxe34  xx 42 3   xx exe 23   
)(2 xf  xx 2cos32sin2   xx 5sin  xe x cos2 3  xx 2sin3  
 
 
Вариант 25 26 27 
a  1 1 1 
b  9 -4 3 
c  0 5 2 
)(1 xf  342  xx  xe x  2  xex  )7(  
)(2 xf  xxx 2sin2cos   xx sin3cos   xx 4sin24cos   
 
 
Вариант 28 29 30 
a  1 1 1 
b  -8 1 3 
c  16 -2 -4 
)(1 xf  xxe42  xex  )12(  xex 6  
)(2 xf  xx 4sin24cos   xx 2cos3  xx 2sin2  
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Задание 6.  Решить систему линейных однородных 
дифференциальных уравнений  





.
,
dycxy
byaxx
 
 
Вариант 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
a  2 1 -1 -2 1 -2 6 2 0 -1 
b  1 -1 8 -3 -1 1 -1 1 1 -2 
c  3 -4 1 -1 -4 -3 3 -6 1 3 
d  4 1 1 0 4 2 2 -3 0 4 
 
 
Вариант 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
a  -2 4 8 3 2 1 5 1 1 3 
b  5 2 -3 1 3 2 4 2 4 -2 
c  2 4 2 1 5 3 4 4 1 2 
d  1 6 1 3 4 6 5 3 1 8 
 
 
Вариант 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
a  1 7 4 2 5 3 1 -5 6 4 
b  4 3 -1 8 8 1 -5 2 3 -8 
c  2 1 -1 1 3 8 -1 1 -8 -8 
d  3 5 4 4 3 1 -3 -6 -5 4 
 
 
Задание 7.  Методом вариации произвольных постоянных  
решить ЛНДУ: 
 
1 
1

x
x
e
e
yy  
2 
x
yy
2cos
1
4   
3 
x
e
yyy
x
cos
5
2
  
4 
x
x
yy
2cos
sin
  
5 
x
yy
3sin
1
9   
6 
x
x
xe
xeyyy
1
2   
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7 
x
e
yyy
x
cos
22

  
8 
x
e
yyy
x
2sin
22   
9 ctgxeyyy x 22  10 
x
e
yyy
x
sin
22   
11 
2
2
x
e
yyy
x
  
12 tgxyy   
13 xctgyy 24   14 ctgxyy   
15 
x
e
yyy
x
 2  
16 
x
e
yyy
x
 2  
17 
x
yy
cos
1
  
18 
x
yy
sin
1
  
19 
x
yy
2sin
1
4   
20 xtgyy 24   
21 
3
2
44
x
e
yyy
x
  
22 
3
2
44
x
e
yyy
x
  
23 132   xeyyy x  24 xctgyy 2  
25 )cos(2 xx eeyy   26 )(sin2 xx eeyy   
27 xtgyy 2  28 
x
yy
2sin
2
  
29 
x
e
yyy
x
2sin
52

  
30 
x
yy
3cos
1
9   
 
 47 
Решение типового варианта аттестационной работы № 4 
«Дифференциальные уравнения» 
 
Задание 1. Найти общее решение или общий интеграл 
дифференциальных уравнений: 
.22);0)()() 3222
dx
dy
yx
dx
dy
xyбdyyxydxxyxa    
       а)  Преобразуем данное уравнение: 
.)1()1(
,0)1()1(
322
322
dyxydxyx
dyxydxyx


 
Это уравнение с разделяющимися переменными. Разделим переменные: 
.,)1()1(ln
6
1
1ln
3
1
1ln
2
1
11
1,
11
2332
32
3
2
23
2
2
constсгдеxcyc
xy
x
dxx
y
ydy
x
x
dxx
y
ydy









 
 
Общим решением исходного уравнения является  .1)1(3 23  xcy  
 При  1x  данное уравнение обращается в тождество                 
.0)(0)1( 2  dyyyy  
Ответ: общий интеграл  2332 )1()1(  xcy  и особое решение 1x . 
     б)   .22
dx
dy
yx
dx
dy
xy   
 Из данного уравнения находим :
dx
dy
 
.02,
2
2
,
2
2






 xy
yx
xy
y
yx
xy
dx
dy
 
Исходное уравнение является однородным уравнением первого порядка. 
Решаем его с помощью подстановки ).(xuxy   Тогда: 
.
12
)1(2
,
12
)1(2
,
12
22
,
12
2
,
2
2
,
22
2
dx
u
u
xdu
u
u
dx
du
x
u
uuu
xuu
u
u
xu
uxx
xux
uxuuxuy















 
Получим уравнение с разделяющимися переменными  
,lnln2
11
)1(
,2
1
12
,
2
1
12
22
2
22
cx
u
du
u
ud
x
dx
du
u
u
x
dx
du
u
u











    
  ,ln1ln,ln1ln
2
2
2
2
x
c
uarctgu
x
c
uarctgu   
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  ,ln,1lnln
22
2
2 yx
c
x
y
arctgu
x
c
uarctg

  
т.е. нашли общий интеграл исходного уравнения.   
  Если ,
2
1
,
2
 y
x
y то при подстановке в исходное уравнение получим 
.0
2
5
2
2
222
1
2
22
2
1
2












 x
x
x
xxx
xx
x
 
Последнее выражение не является тождеством, следовательно ,
2
x
y  не 
является решением уравнения. 
      Ответ: общий интеграл  .ln
22 yx
c
x
y
arctg

  
 
Задание 2. Найти частное решение (частный интеграл) 
дифференциальных уравнений: 
а)  ;5ln)0(,
1




y
x
e
yy
x
б)     .0)4(,sin11 22  yxyyydxy    
     а) Данное уравнение является линейным уравнением первого порядка. 
Решаем его с помощью подстановки  тогдаxvxuy ),()(    
.,
1 x
e
uvuvvuuvvuy
x



 
                                           .
1 x
e
v
dx
dv
uvu
x









                                         (*) 
Находим функцию )(xv  из условия       :0 v
dx
dv
              
.ln xevxvdx
v
dv
dx
v
dv
v
dx
dv     
Подставляем полученное значение  v  в уравнение (*): 
 
.
1
ln
ln1ln
111
1
1
x
c
u
cxu
x
dx
du
x
dx
du
xdx
du
x
e
e
dx
du xx










  


 
    Тогда  
x
c
euvy x

 
1
ln  является общим решением исходного 
уравнения. Находим константу, используя начальное условие: 
.55lnln)0(  ccy  
    Тогда частное решение исходного уравнения имеет вид 
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.
1
5
ln
x
ey x

   
         б)       .0)4(,sin11 22  ydyxyyydxy  
     Данное уравнение является линейным дифференциальным уравнением 
относительно функции )(yxx   и ее производной. 
.
1
sin
1
,
11
sin
2222 y
y
x
y
y
dy
dx
y
xy
y
y
dy
dx







  
Вводим замену искомой функции  ),()( yvyux   тогда  .)( uvvuyx   
Подставляем в уравнение  .
1
sin
1
.
22 y
y
uv
y
y
uvvu



  
Для определения  )(yu  и  )(yv  составим систему: 
.cossinsin
1
sin
1
1
.
1
1
),1ln(
2
1
ln
,
1
,
1.
1
sin
,0
1
22
2
2
22
2
2
ycuydyduy
dy
du
y
y
y
u
y
vyv
y
ydy
v
dv
y
vy
dy
dv
y
y
vu
v
y
y
v
























 
Выписываем общие решения исходного уравнения 
c
y
ycxyvyux ,
1
1
)cos()()(
2
 - произвольная постоянная. 
Из начального условия получаем при ,0;4  yx  значит               
.5,14,
01
1
4 


 cc
c
 
Решение задачи Коши имеет вид:  .
1
cos5
2y
y
x


  
 
Задание 3. Проинтегрировать дифференциальные уравнения, 
допускающие понижение порядка: 
 
 а) ;1
2
,0
2
,1sin 2 












yyyx  
  б)  ;)1(,)1(,ln 2eyey
x
y
yyx 

  
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  в)   .
3
1
)0(,1)0(,0ln32  yyyyyyy   
   
   а)  ;1
2
,0
2
,1sin 2 












yyyx  
    Находим общее решение данного уравнения непосредственным 
интегрированием 
.sinln
sin
cos
sinsin
1
21
1122
cxcxy
xc
x
xdx
ycctgxy
x
dx
y
x
y

 
 
Из начальных условий находим :21 cис  
.0
22
sinln
2
,1
22
2
1
1 










 c
c
ycctgy

 
Значит,  .
2
,1 21

 cc  
Тогда частное решение принимает вид .
2
sinln

 xxy  
     б)  ;)1(,)1(,ln 2eyey
x
y
yyx 

  
   Данное уравнение является уравнением второго  типа, т.е. не содержит .y  
Понизим порядок уравнения, сделав замену переменных .yz   Тогда 
zy  , и исходное уравнение превращается в однородное 
дифференциальное уравнение первого порядка относительно искомой 
функции z . 
.)1(,ln 2ez
x
z
zzx   
   ,)( uxuzxuxz  тогда уравнение примет вид   uuuxu ln  
 
,lnln1lnln
)1(ln)1(ln
1cxu
x
dx
uu
du
x
dx
uu
du




  
.,1ln 11 111
xcxc exzeuxcu    
 
Так как  ,yz   тогда последнее уравнение является дифференциальным 
уравнением первого порядка и решается однократным интегрированием  
 



  

xcxc
xcxc
e
c
vdxedv
dxduxu
dxxeyxey
11
11
1
1
1
11
1
,
,
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.
1111
2
1
2
1
1
1
1
1
1
1
1111 ce
c
ex
c
dxe
c
e
c
x xcxcxcxc     
.
1
2
1
2
11
1 ce
cc
x
y xc 







   
Получим общее решение исходного уравнения. Определим значения  1c  и 
2c  из начальных условий. 

















.1
;
.
,
1
1
2
12
2
1
2
1
1
1
1
c
ec
ee
ce
c
c
e
c
c
 
Следовательно, частное решение исходного уравнения определяется 
формулой   .)1( 1 eexy x    
     в)  .
3
1
)0(,1)0(,0ln32  yyyyyyy  
ДУ второго порядка не содержит явно переменную x . Понижаем порядок  
уравнения заменой  .,
dy
dp
pypy   
Получаем ДУ первого порядка, уравнение Бернулли  
.
ln
.),()(,
ln
).0(ln0ln
22
2
232
y
y
vu
y
vu
vuvu
vuvu
dy
dp
yvyup
y
yp
y
p
dy
dp
pypp
dy
dp
yypp
dy
dp
py





 
Для определения функций  )(yu  и   )(yv  составляем и решаем систему ДУ с 
разделяющимися переменными. 




























.
ln
,lnln
.
ln
,
.
ln
,0
2222
dy
y
y
v
u
du
yv
y
y
vu
dy
du
y
dy
v
dv
y
y
vuvu
y
v
v
 
 
y
y
y
dy
y
y
y
dy
y
ydy
y
ydy
u
du
y
v
1lnln1
ln
ln
.
ln
,
1
22
22

















    
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.
2
ln
)1(ln
1ln
1
1ln
1
;
1
;
1ln
;
1ln1
.
1ln1ln
2
2
1
1
11
1
1
122
cx
yc
yyyydx
dyycy
ycydx
dy
ycy
pvup
y
v
ycy
y
u
y
ycy
u
c
y
y
uy
ydy
u
du











 
 Получили общий интеграл исходного уравнения. Определим 
постоянные 1с  и  2с  с учетом начальных условий: 




























.1
,2
.
2
31
.
2
,
11ln
1
3
1
.1)0(
,
3
1
)0(
2
1
1
2
1
2
1
1
c
c
c
c
c
c
c
c
y
y
 
 Частное решение исходного уравнения имеет вид    .ln12 yyyx   
 
Задание  4.  Найти общее решение линейных неоднородных ДУ 
с постоянными коэффициентами: 
       а)  ,)2(67 xexyyy   
       б)  .
42
,1)0(,sin







 yyxxyy  
       в)   .2cos xyy   
         
       а)    .)2(67 xexyyy   
  Общее решение данного уравнения имеет вид 
),()(~ * xyxyy   
 где )()()( 2211 xycxycxy  -общее решение соответствующего однородного 
уравнения,  )(2,1 xy  - его частные линейно независимые решения; )(* xy  - 
некоторое частное решение неоднородного ЛДУ. 
.)(,067?)( 2,1
xexyyyyxy   
Его характеристическое уравнение      ,0672       
.)(6,1 62121
xx ececxy    
Вид частного решения  )(* xy  неоднородного уравнения зависит от правой 
части уравнения и  ).(xy  
.)()()(
.1,)()2()(
2
*
11
xx
xx
eBxAxeBAxxxy
exPexxf

 
 
Находим ),(* xy   )(* xy   и подставляем в уравнение 
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.)2(67 ***
xexyyy   
).22())2((
)2()2()(
2
*
22
*
BAAxeBxABAxey
BAxBxAxeBAxeBxAxey
xx
xxx


 
).2(227
)221476()76((67 2***


xeBAB
xABAABBxAAAeyyy
x
x
 
Сокращая обе части последнего тождества на 0xe  и приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях x  в левой и правой частях, 
имеем: 
            
,252:
,110:
,00:
0
1
2



BAx
Ax
x
  откуда  ;
25
9
,
10
1
 BA  
.
25
9
10
1 2
* 





 xxеy x  
Общим решением исходного уравнения является функция  
.
25
9
10
1 26
21 





 xxeececy xxx  
         б)   .
42
,1)0(,sin







 yyxxyy  
),()()( * xyxyxy   
Характеристическое уравнение 012   имеет линейные корни  ,1 i      
  ,2 i значит общее решение однородного уравнения 0 yy   
определяется функцией  .sincos 21* xcxcy   
  Правая часть уравнения имеет вид  
,1,0,sin)(sin)( 1  bгдеebxxPxxxf
x   
 .sin)(cos)()(* xDCxxBAxxxy   
Находим )(* xy   и  ),(* xy   подставляем в уравнение  .sin xxyy   
,sin)2(cos)2(
cos)(sin)2(sin)(cos)2(
22
22
*
xDCxBxAxxBDxAxCx
xDxCxxDCxxBxAxxBAxy


 
,cos)2(sin)22(
sin)2(cos)22(
2
2
*
xDCxBxAxxCBAx
xBDxAxCxxDACxy


 
.sinsin)222(
cos)222(
22
22
**
xxxCBAxBDxAxCxDxCx
xDCxBxAxADCxBxAxyy


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Приравнивая коэффициенты при подобных членах в левой и правой частях 
последнего тождества, находим :,,, DCBA  
.
4
1
,0,0,
4
1
,022:sin
,14:sin
,022:cos
,04:cos












DCBAоткуда
CBx
Axx
DAx
Cxx
 
Следовательно,  ).cos(sin
4
1
sin
4
1
cos
4
1
)(* xxxxxxxxxy 





  
Общим решением исходного уравнения является функция 
).cos(sin
4
1
sincos)( 21 xxxxxcxcxy   
Определим  21 cис   из краевых (граничных) условий: 
4
,1
482
,1)0( 2121







 cccycy . 
Частное решение дифференциального уравнения имеет вид: 
).cos(sin
4
1
sin
4
)( xxxxxсosxxy 

 
     в)   .2cos xyy   
),()()( * xyxyxy   
.sincos)( 21 xcxcxy   
Правая часть уравнения имеет вид 
,0,0,cos)(2)( 0  bгдеebxxPxсosxf
x   
 .2sin2cos)(* xBxAxy   
Далее находим   ,2cos22sin2)(* xBxAxy   
.2sin42cos4)(* xBxAxy   
Тогда .2cos2sin32cos3)( ** xxBxAyxy   
Очевидно ,что 












.0
,
3
1
,03
,13
B
A
B
A
 
.2cos
3
1
* xy   
Окончательно получаем,что 
.2
3
1
sincos)( 21 xсоsxcxcxy   
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Задание 5.  Для данного ЛНДУ второго порядка записать вид 
частного решения  *y  для заданной функции )(xf : 
).(9 xfyy   
 
        а)   ,3cos)5()( 32 xexxf x  
       б)   ,)( 33 xexxf   
       в)   .)3()( 22 xexxf    
 
       а)  .3cos)5()( 32 xexxf x  
Находим корни характеристического уравнения: 
.3,3,09 21
2    
Правая часть имеет вид 
.
,0,2,3,3),3sin)(3cos)(()(
biz
srbгдеxxQxxPexf sr
x




 
  Так как  iz 33  не является корнем характеристического уравнения, то 
0k  и частное решение имеет вид 

).3sin)(3cos)((
..,),max),3sin)(cos)((
223
*
*
xFExDxxCBxAxey
етsrmгдеxxУbxxTexy
x
mm
xk

 
 
      б)   .)()(,)( 3
33 xx exPxfexxf  . 
Для данной правой части  ,13 2  k  тогда   
).( 233* DCxBxAxxey
x   
 
      в)  ,02,)()3()( 2,12
22  kгдеexPexxf xx   тогда  
.) 22*
xeCBxAxy   
 
Задание  6.   Решить системы ДУ: 
            а)  





.52
,7
yxy
yxx
        б)   





.2
,25
yxy
yxx
 
            а)  






.,),(),(,52
,7
dt
dy
y
dt
dx
xtyytxxyxy
yxx
 
  Решаем систему методом исключений. Дифференцируем первое 
уравнение данной системы, получаем   
.7 yxx   
Далее заменяем в последнем уравнении  y   его выражением из второго 
уравнения данной системы:  
.527 yxxx   
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В последнем уравнении y  заменяем выражением    ,7xxy   найденным 
из первого уравнения системы. В итоге приходим к дифференциальному 
уравнению второго порядка относительно неизвестной функции )(tx : 
       .03712)7(527  xxxxxxxx  
Составим характеристическое уравнение для последнего 
дифференциального уравнения: 
).sincos()(
637366,03712
21
6
2,1
2
tctcetx
iтогда
t 



 
Отсюда находим 
).cossin()sincos(6)( 21
6
21
6 tctcetctcetx tt    
Подставляя полученные выражения для ,7xxyвxиx   имеем  
).sincos(7
)cossin()sincos(6)(
21
6
21
6
21
6
tctce
tctcetctcety
t
tt




 
Следовательно, искомым решением является функция: 








)).sin(cos)sin(cos()(
),sincos()(
21
6
21
6
ttcttcety
tctcetx
t
t
 
        б)  






.,),(),(,2
,25
dt
dy
y
dt
dx
xtyytxxyxy
yxx
 
Дифференцируем первое уравнение системы, получаем: 
     .25 yxx   
С учетом второго уравнения получаем: 
.096
,545
,245



xxx
xxxxx
yxxx
 
Составляем характеристическое уравнение 
.3
,0)3(
,096
2,1
2
2






 
Значит,  ).()( 21
33
2
3
1 tccetecectx
ttt   
Находим )(tx :  
).33()(3)( 221
3
2
3
21
3 ctccecetccetx ttt   
 







2
)22(
2
)5533(
2
5
)( 122
3
21221
3 ctccetccctccexx
ty
tt
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.
2
12
23 





 ctc
c
e t  
Следовательно, искомым решением являются функции: 













.
2
)(
),()(
12
23
21
3
ctc
c
ety
tccetx
t
t
 
Задание 7. Решить дифференциальное уравнение методом 
вариации произвольных постоянных: 
.
1
22
2


x
x
e
e
yyyy  
Найдем общее решение соответствующего однородного уравнения 
.022  yyyy  
Характеристическое уравнение имеет вид: 
.022 23    
Решая его находим .2,1,1 321     Значит, 
.2321
xxx ecececy     Частное решение исходного уравнения будем 
искать в виде:         .)()()( 2321*
xxx excexcexcy    
В нашем случае система для определения коэффициентов  )3,2,1()( ixci  
имеет вид 
















.
1
4
0
,0
2
2
321
2
321
2
321
x
x
xxx
xxx
xxx
e
e
ececec
ececec
ececec
 
 Решим систему методом Крамера,ее определитель: 
.06
411
211
111
4
2 22
2
2
2
 



xxxx
xxx
xxx
xxx
eeee
eee
eee
eee
W  
Решим систему методом Крамера: 
,
1
3
21
11
1
4
1
20
0
3
2
2
2
2
2
2
1








 



x
x
xx
x
x
xx
x
x
xx
xx
e
e
ee
e
e
ee
e
e
ee
ee
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.
1
2
11
11
1
1
0
0
,
121
11
1
4
1
20
0
22
2
3
5
2
2
2
2
2
2
2



















x
x
xx
x
x
x
x
xx
xx
xx
x
x
xx
x
x
x
x
x
x
xx
xx
e
e
ee
e
e
e
e
ee
ee
ee
e
e
ee
e
e
e
e
e
e
ee
ee
 
Значит 
.
1
1
3
1
)(;
16
1
)(;
12
1
)( 33
2
2
2
1
1















xx
x
x
x
e
xc
e
e
xc
e
e
xc  
Значит 
 .)1ln(
3
1
1
)1(
3
1
1
1
3
1
1
1
3
1
13
1
)(
,)1ln(
26
1
1
1
1
6
1
1
)(
6
1
16
1
)(
),1ln(
2
1
1
)1(
2
1
12
1
)(
3
223
2
1























































x
x
x
x
x
x
xx
x
xx
x
x
x
x
x
xx
x
x
x
x
x
x
x
ex
e
ed
xdx
e
e
dx
e
ee
e
dx
xc
ee
e
de
e
e
e
ede
e
dxe
xc
e
e
ed
e
dxe
xc
 
Записываем частное решение исходного уравнения: 
).1ln(
3
1
2
1
6
1
3
1
6
1
12
1
))1ln((
3
1
)1ln(
2
1
6
1
)1ln(
2
1
22
22
*
















xxxxxx
xxxxxxxx
eeeexee
exeeeeeeey
 
Общее решение имеет вид: 
).1ln()23(
6
1
)24(
12
1
2
22
321*




xxxx
xxxxx
eeee
exeecececyyy
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